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RESUMEN:
Se estudian dos tipos de transformaciones en el plano: las traslaciones y las homotecias
no constantes de centro fijo, apoyando la caracterización de las mismas en conceptos y defi-
niciones básicas de la geometría euclidiana y en los teoremas de Desargues y de Pappus, los
cuales se toman como axiomas. Se establecen las propiedades algebraicas de la composición
de las transformaciones objeto de estudio, demostrando que son grupos con respecto a dicha
composición. Se definen dos operaciones (suma y multiplicación) de puntos sobre la recta y
se utiliza la biyección entre los puntos de una recta con el conjunto de los números reales
para elaborar un modelo geométrico de los mismos. Finalmente, utilizando los resultados del
estudio realizado, junto con la reflexión pedagógica y normativa emanada desde el Ministerio
de Educación Nacional, se proponen estrategias didácticas para desarrollar en clase con los
alumnos de secundaria, utilizando principalmente las construcciones geométricas con regla y
escuadra y las ayudas informáticas del software GeoGebra®.
ABSTRACT:
We study two kinds of transformations in the plane: translations and homothetic, sup-
porting the characterization of these basic concepts and definitions of Euclidean geometry
and the theorems of Desargues and Pappus, which are taken as axioms . We establish the
algebraic properties of the composition of the transformations under study, showing that
they are groups with respect to the composition. We define two operations (addition and
multiplication) of points on the line and using the bijection between the points on a line
with the set of real numbers to produce a geometric model of this one. Finally, using the
results of the study, along with educational thinking and policy emanating from the Colom-
bian Ministry of Education, we propose to develop instructional strategies in the class with
high school students, mainly using geometric constructions with ruler and square and aid
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informatic GeoGebra ® software.
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1. INTRODUCCIÓN
Las relaciones existentes entre las propiedades geométricas del plano y las propiedades y
operaciones de los números reales se tratan de manera superficial en la secundaria, donde se
explora el conjunto de los irracionales y se definen los reales, estableciendo las operaciones y
sus propiedades.
El presente trabajo muestra la elaboración de algunas ilustraciones y demostraciones de
las propiedades de las operaciones entre números reales (suma y multiplicación), utilizando
la Geometría como principal herramienta, mediante el uso de transformaciones del plano
como son las traslaciones (suma) y las homotecias (multiplicación). Para poder utilizar estas
transformaciones en la prueba de propiedades de las operaciones con números reales, es
necesaria una definición de las mismas sin utilizar para nada los números reales, es decir,
de manera puramente geométrica. Esta construcción de las traslaciones y de las homotecias
se desarrolla en las secciones 3 y 4 de este trabajo. También se deducen allí las propiedades
que tiene la operación de composición en los conjuntos de traslaciones y de homotecias de
centro fijo respectivamente. Las construcciones básicas son la de paralelogramo, para las
traslaciones, y la de trapecio, para las homotecias. El tratamiento que se le da a unas y otras
es completamente análogo.
Los axiomas básicos de geometría no son, sin embargo, suficientes para realizar la de-
finición geométrica de las traslaciones y de las homotecias. Es por esto que introducimos
el teorema de Desargues en el plano. Como no tenemos instrumentos para demostrarlo, lo
aceptamos como un axioma más. Con estos elementos tampoco es posible justificar la conmu-
tatividad, razón por la cual se introduce, y se acepta como axioma, el teorema del hexágono
de Pappus.
Una vez probadas las propiedades algebraicas de la composición en los conjuntos de trasla-
ciones y de homotecias respectivamente, procedemos, en la sección 5, a definir las operaciones
de suma y multiplicación en los números reales, utilizando la existencia de una bisección entre
el conjunto de los números reales y el conjunto de los puntos de una recta. La definición uti-
lizada permite deducir las propiedades de estas operaciones directamente de las propiedades
de la composición de traslaciones y de homotecias.
En la sección 6 se presentan algunas reflexiones pedagógicas desde el marco legal, descri-
biendo ciertas concepciones de la matemática que se utilizan en los lineamientos curriculares
del Ministerio de Educación Nacional. Se justifica brevemente el enfoque desde el Constructi-
vismo y la Pedagogía Activa. Finalmente se enumeran los estándares básicos de competencias
matemáticas que están relacionados con el desarrollo de este trabajo y los grados correspon-
dientes.
En la sección 7 se describe brevemente una propuesta didáctica para llevar al aula de
clase algunos elementos presentados en las secciones 3, 4 y 5.
Las ilustraciones y demostraciones producto de la revisión y análisis de los referentes
histórico, teórico y normativo refuerzan conceptos y destrezas fundamentales para los alumnos
de secundaria. La estructura de los materiales de apoyo (guías de trabajo), se basará en las
concepciones de la Pedagogía Activa, utilizando métodos tradicionales para la enseñanza de
la geometría (construcciones con regla y escuadra) y ayudas virtuales que ofrecen la ventaja
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de ser dinámicas (GeoGebra®). Para el docente que decida usar los materiales propuestos,
es esencial hacer un énfasis inicial en los elementos básicos de la geometría, desarrollando
construcciones básicas con regla y escuadra, para posteriormente trabajar en clase con las
transformaciones objeto de estudio.
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2. ASPECTOS TEÓRICOS, HISTÓRICOS Y EPISTE-
MOLÓGICOS
En esta sección presentamos las definiciones y axiomas básicos que se utilizan en las
construcciones desarrolladas en las secciones 3, 4 y 5. También se hacen algunos comentarios
acerca del desarrollo histórico y epistemológico de los conceptos relevantes en este trabajo.
2.1. ALGUNAS DEFINICIONES Y AXIOMAS DE LA GEOME-
TRÍA EUCLIDIANA
Los Elementos -año 300 A.C.-, es un trabajo fascinante de la ciencia al que cabe dedicar
atención, estudio y conocimiento por razones varias de naturaleza distinta. Su belleza,- una
razón sin lugar a dudas- colabora en el desarrollo lógico de la geometría y de otras ramas
como las Matemáticas y las Ciencias Exactas; otra razón, la eficacia que emana de la obra
lo que determina su valor universal que la distingue de otros intentos. Los Elementos se han
transmitido a lo largo de 24 siglos a través de mil ediciones y en lenguas como el griego
original, el árabe, el latín y lenguas modernas como inglés, alemán y castellano. Todo ello
orientado a formar elementos de juicio en el lector.
El lector del presente trabajo debe tener en cuenta los aspectos más básicos de la geo-
metría euclidiana, geometría que se desarrolla en el plano. Un plano es el ente ideal que sólo
posee dos dimensiones, y contiene infinitos puntos y rectas; es uno de los entes geométricos
fundamentales junto con el punto y la recta, las definiciones principales relacionadas con
estos tres conceptos se encuentran principalmente en el Libro 1. Se debe entender que los
tres conceptos mencionados se definen uno en función de otro, y que una definición original
o primitiva de los mismos no es posible y tampoco relevante.
Consideramos que el plano es un conjunto de puntos y que las rectas son subconjuntos
de dicho plano. Todo el desarrollo geométrico de este trabajo estará basado en tres sencillos
axiomas que rigen a los puntos y a las rectas del plano.
El primer axioma es el siguiente:
Axioma 2.1. Dados dos puntos distintos, existe una única recta que los contiene.
Para enunciar el segundo axioma es necesario introducir la noción de paralelismo:
Definición 2.1. Dos rectas L y M son paralelas si L = M o si L ∩M = , en este caso
escribiremos L ‖M .
Axioma 2.2. Dado un punto x y una recta L, existe una única recta M tal que x ∈ M y
L ‖M .
Axioma 2.3. En el plano hat al menos tres puntos distintos que no pertenecen a la misma
recta.
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Este último axioma es de naturaleza técnica y no se utilizará explícitamente en este trabajo.
Los axiomas 2.1. y 2.2. son los que nos permiten hacer construcciones con rectas paralelas ,
trazar paralelogramos y construir trapecios.
Además de estos axiomas, admitiremos que en nuestro plano son válidos los teoremas de
Desargues y de Pappus que enunciaremos más adelante. Estos teoremas no los demostraremos,
sino que los usaremos como axiomas de nuestra geometría.
En conclusión, se asume la existencia del plano, en él existen puntos y rectas, y se tiene
la facultad de marcar puntos de forma arbitraria, unir parejas de puntos mediante segmentos
de recta y además trazar paralelas a una recta dada por un punto dado.
2.2. TEOREMA DEL HEXÁGONO DE PAPPUS
Durante el reinado de Diocleciano (284-305) vivió en Alejandría el sabio autor del teorema
que servirá como punto de partida, para determinar algunos aspectos importantes de nuestro
trabajo, quien por su obra evidencia haber poseído el mismo espíritu que había movido a
Euclides, Arquímedes y Apolonio: nos referimos a Pappus de Alejandría, que escribió un libro
hacia el año 320 con el título Colección Matemática (Synagoge). Este libro nos presenta un
panorama histórico del máximo valor de partes de la matemática griega que de otra manera
serían desconocidas para nosotros, ya que corresponden a obras perdidas. La Colección de
Pappus está llena de información histórica interesante y también de importantes resulta-
dos nuevos. En muchos casos, las novedades aparecen bajo la forma de generalizaciones de
teoremas anteriores [2].
El teorema de Pappus trata sobre la pertenencia recíproca de puntos y rectas, como tal,
pertenece a la geometría proyectiva y en ella desempeña un papel fundamental. El Teorema
de Pappus expresa una de las propiedades notables de un hexágono cuando se tiene una
disposición especial de sus vértices. El teorema de Pappus dice: Si los vértices de un hexágono
se encuentran alternadamente sobre dos rectas, entonces los puntos de intersección de los
pares de lados opuestos son colineales. ([1], página 36)
Figura 1: Teorema de Pappus
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Para el desarrollo de nuestro trabajo es pertinente revisar el siguiente caso especial: ¾Qué
sucede si en el hexágono hay dos pares de lados opuestos paralelos?. Para esta situación, el
Teorema de Pappus dice: Si los vértices de un hexágono están alternadamente sobre dos
rectas l y m y el hexágono posee dos pares de lados opuestos paralelos entonces los lados del
tercer par también son paralelos.([1], página 37)
Se deben considerar dos posibilidades:
a) l no es paralela a m:
Figura 2: Teorema de Pappus, lados opuestos paralelos, l y m no paralelas
b) l y m son paralelas:
Figura 3: Teorema de Pappus, lados opuestos paralelos, l y m paralelas
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2.3. TRANSFORMACIONES EN EL PLANO1
2.3.1. Evolución de la noción de transformación
Los problemas de representación de los objetos del espacio y los problemas de sombra
fueron preocupación de los pintores y artistas del Renacimiento. La descripción del mundo
real se convirtió en el objetivo de la pintura. Los artistas emprendieron el estudio de la
naturaleza para reproducirla fielmente en sus lienzos y se enfrentaron al problema matemático
de presentar el mundo real tridimensional en un lienzo bidimensional.
Filippo Brunelleschi (1377-1446) (fue el primer artista que estudió y utilizó intensivamente
las matemáticas), Leonardo da Vinci (1452- 1519) (quien escribió su obra "Tratatto della
pintura" sobre la perspectiva, publicado recién en 1651) y Durero (1471-1528), se preocuparon
por una representación exacta de la naturaleza.
De todos los artistas del Renacimiento, el mejor matemático fue el alemán Albert Durero
quién escribió un libro sobre geometría: Instrucción en la medida con regla y compás (1525),
para ayudar a los artistas a comprender la perspectiva. ([3], página 314) . Es así como la
perspectiva va a transformarse en instrumento de estudio de la geometría.
2.3.2. Integración de los métodos proyectivos a la geometría
El arquitecto e ingeniero francés Gerard Desargues (1591-1661), fue un precursor de la idea
de transformación en geometría y de la utilización de propiedades invariantes. Sus trabajos
se inscriben particularmente en el marco de la teoría de las cónicas, consideradas como
secciones planas de un cono de revolución con un plano que lo interseca y luego, gracias
a las perspectivas, son también interpretadas como proyecciones perspectivas de un círculo
sobre un plano no paralelo al plano que contiene al círculo. Una cónica es así una proyección
del círculo que sirve de base al cono a partir del vértice del cono sobre un plano secante.
La transformación permite demostrar que una relación verdadera en el círculo lo es en una
cónica cualquiera.
Pascal (1623- 1662), siguiendo a Desargues, retoma los métodos proyectivos de este último
para redactar su tratado de las cónicas. Como Desargues, Pascal continúa expresando las
cónicas como "imágenes de la circunferencia del círculo" estableciendo de nuevo el lazo con
la perspectiva.
Resumiendo, En este período histórico las transformaciones geométricas aparecen como
instrumentos implícitos de transferencia de propiedades. Las únicas transformaciones utili-
zadas son las proyecciones, pero quedan en el contexto de las cónicas, y no son consideradas
como objetos de estudio en sí mismas, sino como simples relaciones entre dos figuras donde
prima la noción de invariante. ([10], página 36)
2.3.3. El desarrollo de la geometría usando el método de las transformaciones
Una de las características principales de la geometría que se desarrolló durante la segunda
mitad del siglo XIX, fue el entusiasmo con que estudiaron los matemáticos una gran variedad
1Los aspectos más importantes de ésta subsección fueron extraídos de [4].
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de transformaciones. Las más conocidas fueron las que constituyen el grupo de transforma-
ciones que define la llamada geometría proyectiva. Los orígenes de esta geometría estaban
ya, en realidad, en las obras de Pascal y de Desargues, pero hasta comienzos del siglo XIX
no se produjo su desarrollo sistemático, desarrollo debido especialmente a Poncelet. (1788-
1867). ([2], página 661) Jacob Steiner (1796-1863) llevó más lejos el desarrollo sintético de
la geometría proyectiva. Es el primero de la escuela de geómetras alemanes que adoptó ideas
francesas, fundamentalmente de Poncelet, y favoreció los métodos sintéticos. Como conclu-
sión, podemos decir entonces que la obra de Poncelet desarrolla y difunde el método de las
transformaciones. Sus trabajos suscitaron investigaciones en Francia y Alemania, e inspiraron
obras tan diversas como las de Möbius, Steiner, Plücker, Gergonne y Chasles. Las investi-
gaciones de Chasles se refieren en gran parte a la teoría de las transformaciones. Busca la
transformación más general que poseen los invariantes proyectivos, además de conservar las
rectas, se conservan las razones dobles de cuatro puntos alineados.
2.3.4. Las transformaciones en la geometría a fines del siglo XIX
A fines del siglo XIX, la modernización de la geometría profundiza la necesidad de cla-
sificación de las propiedades invariantes y de familias de transformaciones ligadas a esas
propiedades. En esta estructuración aparece la noción de grupo que tiene su origen en el
estudio de las sustituciones de las raíces de una ecuación algebraica, desarrollada por Galois
(1811- 1832).
Klein (1849- 1925) en sus visitas a París donde se habían desarrollado ya las sugerencias de
Lagrange (1736- 1813) sobre la teoría de grupos, quedó profundamente impresionado por las
posibilidades unificadoras que encerraba el concepto de grupo y se dedicó durante la mayor
parte de su vida a desarrollar, a aplicar y a profundizar este concepto. Estas ideas sobre
las relaciones entre la Geometría y la teoría de grupos conducirán a Klein en el Programa
de Erlangen (1872) a proponer un estudio sistemático de esas relaciones, describiendo a una
geometría como el estudio de aquellas propiedades de las figuras que permanecen invariantes
bajo la acción de un grupo concreto de transformaciones.
Llamaremos grupo principal de las transformaciones del espacio, al conjunto de todas es-
tas transformaciones; las propiedades geométricas no son alteradas por las transformaciones
del grupo principal. Por lo tanto, cualquier clasificación de los grupos de transformaciones se
convierte en una clasificación de las geometrías. El programa de Erlangen libera el pensa-
miento geométrico de toda intuición, enriquece la geometría abstracta". ([10], página 48). En
resumen, una geometría es el estudio de las propiedades invariantes por un grupo operando
sobre un espacio y ese grupo determina la estructura de la geometría. Así, para Klein, las
transformaciones actúan sobre un espacio y no solamente sobre las figuras. Considerar al
espacio como objeto de estudio geométrico es el otro punto importante que se desprende del
análisis del programa de Erlangen ([10], página 49).
A partir del momento en que las transformaciones fueron consideradas como grupos, se
comenzó a reconocer su alcance en geometría. El mérito de este acercamiento se debe a
Klein, quien considera que las propiedades geométricas se clasifican y se caracterizan por las
transformaciones que las dejan invariantes, a cada tipo de transformaciones corresponde una
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geometría.
2.4. TEOREMA DE DESARGUES
Desargues, célebre matemático, arquitecto e ingeniero del siglo XVII, entre sus múltiples
trabajos, especialmente los relacionados con la geometría proyectiva, se le atribuye el siguiente
teorema, que ilustramos en la figura 4.
Teorema 2.1. Sean L1, L2, L3 rectas paralelas o concurrentes y sean a, b ∈ L1, c, d ∈ L2, y
e, f ∈ L3, . Si ac ‖ bd y ce ‖ df , entonces ae ‖ bf .
(a) L1, L2, L3 rectas paralelas
(b) L1, L2, L3 rectas que se cortan en el punto o
Figura 4: Ilustración del Teorema de Desargues
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2.5. ALGUNAS CONSIDERACIONES RELACIONADAS CON EL
CONJUNTO DE LOS NÚMEROS REALES
Los egipcios utilizaron por primera vez las fracciones comunes alrededor del año 1000 a.
C.; alrededor del 500 a. C. el grupo de matemáticos griegos liderados por Pitágoras se dio
cuenta de la necesidad de los números irracionales. Los números negativos fueron ideados por
matemáticos indios cerca del 600, posiblemente reinventados en China poco después, pero no
se utilizaron en Europa hasta el siglo XVII, si bien a finales del XVIII Leonhard Euler des-
cartó las soluciones negativas de las ecuaciones porque las consideraba irreales. En ese siglo,
en el cálculo se utilizaba un conjunto de números reales sin una definición concisa, cosa que
finalmente sucedió con la definición rigurosa hecha por Georg Cantor en 1871. En realidad, el
estudio riguroso de la construcción total de los números reales exige tener amplios anteceden-
tes de teoría de conjuntos y lógica matemática. Fue lograda la construcción y sistematización
de los números reales en el siglo XIX por dos grandes matemáticos europeos utilizando vías
distintas: la teoría de conjuntos de Georg Cantor (encajamientos sucesivos, cardinales finitos
e infinitos), por un lado, y el análisis matemático de Richard Dedekind (vecindades, entornos
y cortaduras de Dedekind). Ambos matemáticos lograron la sistematización de los números
reales en la historia, no de manera espontánea, sino utilizando todos los avances previos en
la materia: desde la antigua Grecia y pasando por matemáticos como Descartes, Newton,
Leibniz, Euler, Lagrange, Gauss, Riemann, Cauchy y Weierstrass2.
Los números reales se caracterizan por ser un campo ordenado arquimediano completo,
Uno de los propósitos del presente trabajo es construir un modelo de este campo utilizando
herramientas geométricas. En particular se definen geométricamente la suma y la multipli-
cación y se demuestran algunas de sus propiedades. Es de anotar que aquí no se probará que
nuestro modelo satisface todos los axiomas de los números reales.
2http://es.wikipedia.org/wiki/Número_real
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3. TRASLACIONES EN EL PLANO
En esta sección utilizaremos la noción de paralelogramo para definir cierto tipo de fun-
ciones del plano en el plano que llamaremos traslaciones. Se utilizará la noción de relación
de equivalencia sobre un conjunto y la noción de función biyectiva.
De ahora en adelante trabajaremos en el plano al que llamaremos Π. Los puntos serán
designados con letras minúsculas: a, b, c,... La recta que pasa por los puntos a y b será
designada por ab. Si dos rectas L y M son paralelas, escribiremos L ‖M .
Vamos a definir una relación entre parejas ordenadas en el plano.
Definición 3.1. Sean a, b, c, d ∈ Π. La notación (a, b) ↑ (c, d) se leerá: (a, b) es equipolente a
(c, d) y significa que la pareja (a, b) está ligada a la pareja (c, d) por uno o dos paralelogramos.
Admitiremos que (a, b) ↑ (a, b) y que (a, a) ↑ (x, x) para todo a, b, x ∈ Π.
Ilustremos esta definición:
Caso 1: (a, b) está ligada a (c, d) por un paralelogramo, cuando a, b, c, d no son colineales:
Figura 5: (a, b) ligada a (c, d) por un paralelogramo
Caso 2: (a, b) está ligada a (c, d) por dos paralelogramos, cuando a, b, c, d son colineales.
Figura 6: (a, b) ligada a (c, d) por dos paralelogramos
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Teorema 3.1. ↑ es una relación de equivalencia en Π× Π.
Demostración. Es claro que ↑ es reflexiva y simétrica. La transitividad se tiene también a
partir de la definición. Podemos ilustrarla con los siguientes casos:
Caso 1: (a, b) ↑ (c, d) y (c, d) ↑ (e, f) donde a, b, e, f son colineales.
Figura 7: Transitividad de ↑. (a, b) ↑ (c, d) y (c, d) ↑ (e, f) donde a, b, e, f son colineales.
Es evidente que (a, b) está ligada a (e, f) por dos paralelogramos, luego (a, b) ↑ (e, f) .
(Ver figura 7)
Caso 2: (a, b) ↑ (c, d) y (c, d) ↑ (e, f) donde a, b, c, d, e, f no están alineados.
Figura 8: Transitividad de ↑.(a, b) ↑ (c, d) y (c, d) ↑ (e, f) donde a, b, c, d, e, f no están alinea-
dos.
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El teorema de Desargues implica en este caso que (a, b) está ligada a (e, f) por un para-
lelogramo. (Ver figura 8)
Nota: El teorema de Desargues nos permite reducir una cadena de tres o más paralelogra-
mos a un paralelogramo (cuando a, b, c, d no están alineados), o dos paralelogramos (cuando
a, b, c, d están alineados). Por consiguiente, (a, b) ↑ (c, d) si y solo si (a, b) está ligada a (c, d)
por una cadena finita de paralelogramos.
Caso 3: a, b, c, d no colineales y c, d, e, f colineales.
Figura 9: Caso 3. Equipolencia con a, b, c, d no colineales y c, d, e, f colineales.
En este caso (a, b) está ligada a (e, f) por tres paralelogramos, luego (a, b) ↑ (e, f). (Ver
figura 9)
Caso 4: a, b, c, d, e, f alineados.
Figura 10: Caso 4. Equipolencia con a, b, c, d, e, f alineados.
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En este caso (a, b) está ligada a (e, f) por cuatro paralelogramos, luego (a, b) ↑ (e, f). (Ver
figura 10)
Cada pareja a, b ∈ Π determina una clase de equivalencia, que notaremos −→ab:−→
ab = {(x, y) ∈ Π× Π | (a, b) ↑ (x, y)}.
Como veremos más adelante,
−→
ab resulta ser el gráfico de una función de Π en Π. Esto se
deduce del siguiente resultado:
Teorema 3.2. Sea (a, b) ∈ Π× Π
i) Si (a, b) ↑ (x, b) entonces a = x.
ii) Si (a, b) ↑ (a, x) entonces b = x .
iii) Si x ∈ Π entonces existe un y ∈ Π tal que (a, b) ↑ (x, y).
iv) Si y ∈ Π entonces existe un x ∈ Π tal que (a, b) ↑ (x, y)
Demostración. i) Sea x ∈ Π tal que (x, b) ↑ (a, b). Si x /∈ ab entonces (x, b) no puede estar
ligada a (a, b) por un paralelogramo, luego, (x, b) (a, b)(Ver figura 11). Entonces x ∈ ab.
Figura 11: (x, b) (a, b).
Sea (z, w) ↑ (a, b) donde z, w /∈ ab , por transitividad tenemos que (z, w) ↑ (x, b) , luego
wb ‖ zx . Entonces zx = za y como x ∈ zx ∩ xb y a ∈ za ∩ ab , concluimos que x = a.
ii) Se procede análogamente a la demostración de (i).
iii) Si x /∈ ab, basta construir un paralelogramo como lo muestra la figura 12a, Si x ∈ ab,
basta construir paralelogramos como lo muestra la figura 12b:
(a) x /∈ ab (b) x /∈ ab
Figura 12: Si x ∈ Π entonces existe un y ∈ Π tal que (a, b) ↑ (x, y).
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iv) Se procede análogamente a (iii).
Definición 3.2. Fijemos (a, b) ∈ Π×Π. Para cada x ∈ Π, llamaremos tab (x) al único punto
y ∈ Π tal que (a, b) ↑ (x, y).
De esta manera tab es una función de Π en Π.
Las propiedades (ii) y (iv) del teorema anterior nos dicen que tab es una biyección.
Nota: Si L es una recta, entonces tab (L) es una recta y L ‖ t (L). Además, si a 6= b entonces
t no tiene puntos fijos, es decir, x 6= tab (x) para todo x ∈ Π .
Definición 3.3. Las funciones de la forma tab se llaman traslaciones del plano Π.
3.1. COMPOSICIÓN DE TRASLACIONES
Estudiaremos ahora la composición de traslaciones. Concluiremos al final de esta sección
que la compuesta de dos traslaciones es una traslación y que el conjunto de todas las trasla-
ciones del plano, con la operación de composición, es un grupo abeliano. Primero que todo
veamos una caracterización de las traslaciones que se deduce fácilmente de la definición.
Lema: Una función f : Π −→ Π es una traslación si y solamente si para cada par de puntos
x, x1 ∈ Π se tiene que (x, f (x)) ↑ (x1, f (x1)).
Proposición 3.1. Si t y s son traslaciones del plano Π. Entonces s ◦ t es también una
traslación del plano Π.
Demostración. Sean x, x1 ∈ Π. (Ver figura 13)
Figura 13: Composición de traslaciones
i) xx1 ‖ t (x) t (x1) y t (x) t (x1) ‖ s (t (x)) s (t (x1)), luego xx1, t (x) t (x1) y s (t (x)) s (t (x1))
son tres rectas paralelas.
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ii) Como xt (x) ‖ x1t (x1) y t (x) s (t (x)) ‖ t (x1) s (t (x1)), el teorema de Desargues nos
permite concluir que xs (t (x)) ‖ x1s (t (x1)), por consiguiente, (x, s (t (x))) ↑ (x1, s (t (x1))).
Designaremos por T al conjunto de todas las traslaciones en el plano. Como la composición
de funciones es asociativa, la composición de traslaciones es asociativa. Además tenemos que
1Π ∈ T y es neutro para ◦.
Proposición 3.2. Si t ∈ T entonces t−1 es una traslación.
Demostración. Debemos ver que si x, x1 ∈ Π, entonces (x, t−1 (x)) ↑ (x1, t−1 (x1)).
Sean x, x1 ∈ Π, escogemos y, y1 ∈ Π tales que t (y) = x y t (y1) = x1. Tenemos que
(y, x) ↑ (y1, x1). Pero y = t−1 (x) y y1 = t−1 (x1). Así, (x, t−1 (x)) ↑ (x1, t−1 (x1))
El teorema permite afirmar que todo elemento de T tiene un inverso en T .
Las dos proposiciones anteriores nos permiten decir que (T , ◦) es un grupo.
Proposición 3.3. ◦ es conmutativa en T .
Demostración. Se pueden diferenciar dos casos:
Caso 1: a, t (a) y s (t (a)) no están alineados (Ver figura 14). Al encontrar s (a) tenemos
que a, t (a) y s (t (a)) y s (a) son los vértices de un paralelogramo. Además (s (a) , s (t (a))) ↑
(a, t (a))., luego, s (t (a)) = t (s (a)). Por lo tanto s ◦ t = t ◦ s.
Figura 14: Composición de traslaciones cuando a, t (a) y s (t (a)) no están alineados.
Caso 2: (Ver figura 15)
Figura 15: Composición de traslaciones cuando a, t (a) y s (t (a)) están alineados.
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Cuando a, t (a) y s (t (a)) están alineados, se puede utilizar el teorema de Pappus para de-
mostrar la conmutatividad en este caso, si as (a′) ‖ t (a) t (s (a′)) y t (a) a′ ‖ s (t (a)) s (a′) en-
tonces aa′ ‖ s (t (a)) t (s (a′)). Por el Teorema de Pappus, concluimos que (a, a′) ↑ (s (t (a)) , t (s (a′))),
luego, (a, s (t (a))) ↑ (a′, t (s (a′))) y por lo tanto s ◦ t = t ◦ s.
Resumiremos los resultados anteriores con el siguiente teorema:
Teorema 3.3. (T , ◦) es un grupo abeliano.
23
4. HOMOTECIAS DE CENTRO C
Al igual que las traslaciones, las homotecias son funciones del plano en el plano. Para
definirlas utilizaremos la noción de trapecio en lugar de la de paralelogramo. En esta sección
utilizaremos la misma nomenclatura que en la sección anterior. Fijaremos además un punto
c del plano Π. Llamaremos c-trapecio a un trapecio cuyos lados no paralelos se cortan en el
punto c.
Vamos a definir una relación entre parejas ordenadas en el plano.
Definición 4.1. Sea J = {(a, b) ∈ (Π− {c})× (Π− {c}) | b ∈ ac}. La notación (a, b) ↑c
(u, v) se leerá: (a, b) es c-equivalente a (u, v) y significa que la pareja (a, b) está ligada a la
pareja (u, v) por uno o dos c-trapecios. Admitiremos que (a, b) ↑c (a, b) para todo a, b ∈ J y
que (a, a) ↑c (x, x) para todo a, x ∈ (Π− {c}).
Ilustremos esta situación.
Caso 1: (a, b) está ligada a (u, v) por un c-trapecio, cuando a, b, u, v no son colineales:
Figura 16: (a, b) ligada a (u, v) por un c-trapecio.
Caso 2: (a, b) está ligada a (u, v) por dos c-trapecios, cuando a, b, u, v están alineados.
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Figura 17: (a, b) ligada a (u, v) por dos c-trapecios.
Teorema 4.1. ↑c es una relación de equivalencia en J .
Demostración. Es claro que ↑c es reflexiva y simétrica. La transitividad se tiene también a
partir de la definición. Podemos ilustrarla con los siguientes casos:
Caso 1: (a, b) ↑c (c, d) y (c, d) ↑c (u, v) donde a, b, u, v son colineales. (Ver figura 18)
Figura 18: Transitividad de ↑c. (a, b) ↑c (c, d) y (c, d) ↑c (u, v) donde a, b, u, v son colineales.
Es evidente que (a, b) está ligada a (u, v) por dos c-trapecios, luego (a, b) ↑c (u, v) .
Caso 2: (a, b) ↑c (s, t) y (s, t) ↑c (u, v) donde a, b, s, t, u, v no están alineados. (Ver figura
19)
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Figura 19: Transitividad de ↑c. (a, b) ↑c (s, t) y (s, t) ↑ (u, v) donde a, b, s, t, u, v no están
alineados.
El teorema de Desargues implica en este caso que (a, b) está ligada a (u, v) por un c-
trapecio.
Nota: El teorema de Desargues nos permite reducir una cadena de tres o más c-trapecios a
un c-trapecio (cuando a, b, u, v no están alineados), o dos c-trapecios (cuando a, b, u, v están
alineados). Por consiguiente, (a, b) ↑c (u, v) si y solo si (a, b) está ligada a (u, v) por una
cadena finita de c-trapecios.
Caso 3: a, b, s, t no colineales y s, t, u, v colineales. (Ver figura 20)
Figura 20: Transitividad de ↑c. c-equivalencia con a, b, s, t no colineales y s, t, u, v colineales.
En este caso (a, b) está ligada a (u, v) por tres c-trapecios, luego (a, b) ↑c (u, v).
Caso 4: a, b, s, t, u, v alineados. (Ver figura 21)
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Figura 21: Transitividad de ↑c. c-equivalencia con a, b, s, t, u, v alineados.
En este caso (a, b) está ligada a (u, v) por cuatro c-trapecios, luego (a, b) ↑c (u, v).
Cada pareja (a, b) ∈ J determina una clase de equivalencia, que notaremos
c−→
ab:
c−→
ab = {(x, y) ∈ J | (a, b) ↑c (x, y)}
El siguiente teorema establece algunas propiedades de estas clases de equivalencia y nos
permitirá definir más adelante la noción de homotecia de centro c.
Teorema 4.2. Sea (a, b) ∈ J
i) Si (a, b) ↑c (x, b) entonces a = x.
ii) Si (a, b) ↑c (a, x)entonces b = x .
iii) Si x ∈ (Π− {c}) entonces existe un y ∈ (Π− {c}) tal que (a, b) ↑c (x, y).
iv) Si y ∈ (Π− {c}) entonces existe un x ∈ (Π− {c}) tal que (a, b) ↑c (x, y)
Demostración. i) Sea x ∈ (Π− {c}) tal que (x, b) ↑c (a, b) . Si x /∈ ab entonces (x, b) no puede
estar ligada a (a, b) por un c-trapecio, luego, (x, b) c(a, b)(Ver figura 22). Entonces x ∈ ab.
Figura 22: (x, b) c(a, b).
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Sea (z, w) ↑c (a, b) donde z, w /∈ ab , por transitividad tenemos que (z, w) ↑c (x, b) , luego
wb ‖ zx . Entonces zx = za y como x ∈ zx ∩ xb y a ∈ za ∩ ab , concluimos que x = a.
ii) Se procede análogamente a la demostración de (i).
iii) Si x /∈ ab, basta construir un c-trapecio como lo muestra la figura 23a, Si x ∈ ab, basta
construir un c-trapecio como lo muestra la figura 23b:
(a) x /∈ ab
(b) x /∈ ab
Figura 23: Si x ∈ (Π− {c}) entonces existe un y ∈ (Π− {c}) tal que (a, b) ↑c (x, y).
iv) Se procede análogamente a (iii).
Definición 4.2. Fijemos (a, b) ∈ J . Para cada x ∈ (Π− {c}), llamaremos hab (x) al único
punto y ∈ (Π− {c}) tal que (a, b) ↑c (x, y). Definimos también hab (c) = c. De esta manera
hab es una función de Π en Π.
Las propiedades (ii) y (iv) del teorema anterior nos dicen que hab es una biyección.
Observación. Si L es una recta, entonces hab (L) es una recta y L ‖ h (L).
Definición 4.3. Las funciones de la forma hab se llaman homotecias de centro c. La función
constante cˆ : Π −→ Π : x −→ c también es una homotecia de centro c.
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4.1. COMPOSICIÓN DE HOMOTECIAS
Estudiaremos ahora la composición de homotecias. Concluiremos al final de esta sección
que la compuesta de dos homotecias es una homotecia y que el conjunto de las homotecias no
constantes de centro c, con la operación de composición, es un grupo abeliano. Primero que
todo veamos una caracterización de las homotecias que se deduce fácilmente de la definición.
Lema: Una función f : Π −→ Π es una homotecia no constante de centro c si y solamente
si para cada par de puntos x, x1 ∈ (Π− {c}) se tiene que (x, f (x)) ↑c (x1, f (x1)).
Proposición 4.1. Si h y g son homotecias no constantes de centro c, entonces g ◦ h es
también una homotecia no constante de centro c.
Demostración. Sean x, x1 ∈ (Π− {c}). (Ver figura 24)
Figura 24: Composición de homotecias no constantes de centro c
i) xx1 ‖ h (x)h (x1) y h (x)h (x1) ‖ g (h (x)) g (h (x1)), luego xx1, h (x)h (x1) y g (h (x)) g (h (x1))son
tres rectas paralelas.
ii) Como x, h (x) , g (h (x)) están alineados entre sí, y x1, h (x1) g (h (x1)) están alineados
entre sí, y además xg (h (x))∩x1g (h (x1)) = c. Concluimos que (x, g (h (x))) ↑c (x1, g (h (x1))).
Designaremos por H∗c al conjunto de todas las homotecias no constantes de centro c en Π.
Como la composición de funciones es asociativa, la composición de homotecias no constantes
de centro c es asociativa. Además tenemos que 1Π ∈ H∗c y es neutro para ◦.
Proposición 4.2. Si h ∈ H∗c entonces h−1 es una homotecia no constante de centro c.
Demostración. Debemos ver que si x, x1 ∈ (Π− {c}), entonces (x, h−1 (x)) ↑c (x1, h−1 (x1)).
Sean x, x1 ∈ (Π− {c}), escogemos y, y1 ∈ (Π− {c}) tales que h (y) = x y h (y1) =
x1. Tenemos que (y, x) ↑c (y1, x1). Pero y = h−1 (x) y y1 = h−1 (x1). Así, (x, h−1 (x)) ↑
(x1, h
−1 (x1))
El teorema permite afirmar que todo elemento de H∗c tiene un inverso en H∗c .
29
Las dos proposiciones anteriores nos permiten decir que (H∗c , ◦) es un grupo.
Proposición 4.3. ◦ es conmutativa en H∗c .
Demostración. Se puede utilizar el teorema de Pappus para demostrar la conmutatividad
(Ver figura 25). Si xz ‖ g (h (x))h (g (z)), entonces (x, g (h (x))) ↑c (z, h (g (z))), luego g (h (x)) =
h (g (z)).
Figura 25: Conmutatividad en la composición de homotecias no constantes de centro c.
h ◦ g está determinada por
c−−−−−−→
zh ◦ g (z), para hallar h ◦ g (x) se debe buscar un y tal que
(x, y) ↑c (z, h ◦ g (z)), así y = h ◦ g (x), pero se sabe que (x, g ◦ h (x)) ↑c (z, h ◦ g (z)), por lo
tanto el y que buscamos es precisamente g ◦ h (x), entonces g ◦ h (x) = h ◦ g (x)
Resumiremos los resultados anteriores con el siguiente teorema:
Teorema 4.3. (H∗c , ◦) es un grupo abeliano.
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5. SUMA Y MULTIPLICACIÓN SOBRE LA RECTA
En esta sección utilizaremos la correspondencia entre los puntos de la recta y los números
reales para definir la suma y la multiplicación de estos últimos. Deduciremos de nuestro
trabajo en las secciones 3 y 4 que (R,+) y que (R− {u} ,×) son grupos abelianos.
5.1. CORRESPONDENCIA ENTRE LA RECTA Y LOS NÚME-
ROS REALES
Definición 5.1. En lo que sigue, L será una recta del plano Π y c y u serán dos puntos fijos
de L tales que c 6= u. Llamaremos f : L −→ R a la biyección que envía c en 0 (cero) y u en
1.
Figura 26: Recta de los números reales
Así, a cada punto a ∈ L , le corresponde un elemento de R y viceversa.
5.2. SUMA DE PUNTOS EN UNA RECTA Y SU CORRESPON-
DENCIA CON LOS REALES
Cada punto a ∈ L define una traslación t, aquella determinada por −→ca. Recíprocamente,
toda traslación t que envía L en L determina un punto en la recta: t(c).
Definición 5.2. Para a, b ∈ L definimos a⊕ b como r ◦ s(c) donde r es la traslación tal que
r(c) = b y s es la traslación tal que s(c) = a. En otras palabras a⊕ b = r ◦ s(c) donde r = −→cb
y s = −→ca.
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Figura 27: a⊕ b
Figura 28: b⊕ a
Figura 29: a⊕ (−b)
Así, ⊕ es una operación binaria en L.
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Tendremos que (L,⊕) es un grupo abeliano cuyo elemento neutro es c. En efecto, la
asociatividad se deduce directamente de la asociatividad de la composición de funciones. El
inverso de cualquier punto b ∈ L será el punto d ∈ L que es simétrico a b con respecto a c.
Ilustremos como se encuentra el inverso i⊕a de un punto a 6= c.
Figura 30: Inverso i⊕a de un punto a 6= c
Como la composición de traslaciones es conmutativa, es claro que ⊕ es también conmu-
tativa en L.
Vamos a utilizar la biyección f : L −→ R para transferir la operación ⊕ al conjunto R .
Definición 5.3. Para cada par de puntos a, b ∈ L definimos f(a) + f(b) = f (a⊕ b)
De esta manera queda definida una operación binaria + en R. Las propiedades de ⊕ se
transfieren inmediatamente a +. Luego, podemos concluir que (R,+) es un grupo abeliano,
cuyo elemento neutro es f(c) = 0.
5.3. MULTIPLICACIÓN DE PUNTOS EN UNA RECTA Y SU
CORRESPONDENCIA CON LOS REALES
Cada punto a ∈ L define una homotecia h de centro c, si a 6= c esta homotecia es la que
está determinada por
c−→ua y si a = c es la homotecia cˆ. Recíprocamente, toda homotecia h de
centro c determina un punto en la recta: h(u).
Definición 5.4. Para a, b ∈ L definimos a ⊗ b como j ◦ k(u) donde j es la homotecia de
centro c tal que j(u) = a y k es la homotecia de centro c tal que k(u) = b.
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Figura 31: a⊗ b
Figura 32: b⊗ a
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Figura 33: a⊗ (−b)
Así, ⊗ es una operación binaria en L.
Tendremos que (L− {c} ,⊗) es un grupo abeliano cuyo elemento neutro es u. En efecto,
la asociatividad se deduce directamente de la asociatividad de la composición de funciones.
Nótese que c es absorbente para ⊗ y por lo tanto no tiene inverso. Ilustremos cómo se
encuentra el inverso i⊗a de un punto a 6= c.
Figura 34: Inversos positivos i⊗a de un punto a 6= c
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Figura 35: Inversos negativos i⊗a de un punto a 6= c
Como la composición de traslaciones es conmutativa, es claro que ⊕ es también conmu-
tativa en L.
Vamos a utilizar la biyección f : L −→ R para transferir la operación ⊗ al conjunto R .
Definición 5.5. Para cada par de puntos a, b ∈ L definimos f(a)× f(b) = f (a⊗ b).
De esta manera queda definida una operación binaria × en R. Las propiedades de ⊗
se transfieren inmediatamente a ×. Luego, podemos concluir que (R− {u} ,×) es un grupo
abeliano, cuyo elemento neutro es f(u) = 1.
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6. REFLEXIONES PEDAGÓGICAS DESDE EL MAR-
CO LEGAL
El Ministerio de Educación Nacional (MEN) ha promulgado unos Lineamientos Curri-
culares (1998) y unos Estándares de Calidad (2003) para el área de matemáticas, que son
el primer referente de tipo pedagógico y didáctico para todas las instituciones de Colombia.
Es producto de un proceso dialogado entre diferentes grupos de educadores en nuestro país.
Obviamente, desde su publicación, han sido motivo de debates y críticas, que es lo que a la
luz de dichos documentos se pretendía.
A pesar de la controversia generada por la propuesta del MEN, sus planteamientos recogen
en gran medida la visión y concepciones que la comunidad de educadores tanto a nivel
nacional como internacional tienen sobre la educación matemática, y después de revisar otras
propuestas de organización escolar (por ejemplo, la organización de la enseñanza por ciclos
de la Secretaría de Educación del Distrito Capital), no se encuentran diferencias significativas
desde los aspectos fundamentales.
Es así como los Lineamientos Curriculares y los Estándares de Calidad para el área de
matemáticas, serán el marco legal relacionado con los tópicos de estudio del presente trabajo.
Mostraremos como encaja nuestra propuesta con las reflexiones y recomendaciones del MEN.
6.1. CONCEPCIONES DE LA MATEMÁTICA
La experiencia docente nos indica, que las matemáticas son abordadas desde diferentes
concepciones. En algunos casos se hace tomando los conceptos matemáticos como verdades
absolutas (Platonocismo). En otras situaciones, se derivan del razonamiento lógico, utilizan-
do métodos deductivos e inductivos (logicismo). Las matemáticas también son abordadas
como aquello que la mente produce a partir de la percepción de los sentidos y por consi-
guiente se estudian dichas concepciones mentales (intuicionismo, característica principal de
la matemática griega y de la aritmética en general). Finalmente se concibe a la matemática
como una construcción de la mente, donde únicamente tienen existencia real aquellos objetos
matemáticos que pueden ser construidos a partir de objetos primitivos. (constructivismo).
Es este último enfoque, sin dejar de lado los anteriores, es el que a nuestro modo de ver
se acomoda más a la propuesta didáctica que se describirá en el siguiente capítulo, ya que el
constructivismo se apoya en la Pedagogía Activa, que a groso modo da prioridad a fomentar
no el qué, sino el cómo aprende el individuo (construcciones mentales), se plantea el siguiente
interrogante: ¾cómo la mente construye la matemática? [6].
Actualmente hay una tendencia por priorizar el carácter cuasi empírico de la matemática
en el aula. Esto ayuda a fomentar en el estudiante la elaboración de sus propias construcciones
mentales, basadas obviamente en algunos conceptos primitivos o iniciales. La relación que se
establece entre las transformaciones del plano estudiadas, que en últimas, son operaciones
de puntos sobre rectas, y la estructura del conjunto de los números reales, favorece que el
estudiante se aproxime desde esos objetos primitivos (puntos y rectas), a construir conceptos
más complejos como lo son la estructura de los números reales y sus operaciones con sus
37
respectivas propiedades.
6.2. TRANSPOSICIÓN DIDÁCTICA
La naturaleza de nuestro trabajo, enfocada desde el Constructivismo y la Pedagogía Ac-
tiva, ayuda a mantener vigilado un fenómeno conocido como la transposición didáctica,
que parafraseando la definición aportada desde los Lineamientos Curriculares es la presen-
tación de los objetos que se estudian con ayuda de las nociones introducidas previamente,
para así organizar la adquisición de nuevos conocimientos. Esta forma de enseñar y aprender
minimiza los tiempos y maximiza el volumen de conocimiento. Se le reconoce a la transpo-
sición didáctica la dificultad de eliminar de escena la sucesión de dificultades que ha tenido
la construcción del conocimiento a lo largo de la historia, su uso para plantear nuevos pro-
blemas, la intrusión de técnicas y problemas nacidos de los progresos de otros sectores, el
rechazo de ciertos puntos de vista que llevan a malentendidos, y las innumerables discusiones
al respecto. Enmascara el verdadero funcionamiento de la ciencia, imposible de comunicar
y describir fielmente desde el exterior, para poner en su lugar una génesis ficticia. Nuestra
propuesta facilita que el estudiante ilustre por sí mismo las operaciones y propiedades de los
números reales, sólo a partir de unas pocas nociones previas, permitiéndole explorar diversas
posibilidades en sus construcciones, incurriendo en errores, encontrando nuevas preguntas,
planteando comparaciones consigo mismo y con sus compañeros de clase.
6.3. ROLES DEL ALUMNO Y DEL DOCENTE
El docente de secundaria que aborda los conceptos, procedimientos y estrategias del pre-
sente trabajo, debe ser, además de la persona que conoce y domina todas las temáticas
referidas, un facilitador de los procesos que deben desarrollar los estudiantes. Debe ser el que
aterrice los conocimientos matemáticos al contexto del estudiante, debe esforzarse por gene-
rar en el aula de clase una micro sociedad científica [6], claro está, se trata de una simulación
que no es la actividad científica.
Los estudiantes, por su parte, asumen un rol similar al de un científico, es decir, parten
de una evidencia (en este caso, los conceptos primitivos o iniciales), plantean preguntas
(o se apersonan de los interrogantes generados desde el docente), exploran, se equivocan,
corrigen, concluyen, plantean nuevas preguntas y retroalimentan el ciclo. Una premisa central
en este esquema es que el encontrar buenas preguntas es tan importante como encontrarles
soluciones.[6]
6.4. REFLEXIONES DERIVADAS DEL CONTEXTO ACTUAL
DE LA DOCENCIA
La comunidad de educadores matemáticos ha ido decantando una nueva visión de las
matemáticas escolares, las cuales se adaptan a nuestra propuesta. Esta visión actual de las
matemáticas se basa en:
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Aceptar que el conocimiento matemático es resultado de una evolución histórica, de
un proceso cultural, cuyo estado actual no es, en muchos casos, la culminación defi-
nitiva del conocimiento y cuyos aspectos formales constituyen sólo una faceta de este
conocimiento.
Valorar la importancia que tienen los procesos constructivos y de interacción social en
la enseñanza y en el aprendizaje de las matemáticas, este es el punto de partida desde
lo pedagógico de nuestra propuesta.
Considerar que el conocimiento matemático (sus conceptos y estructuras), constituyen
una herramienta potente para el desarrollo de habilidades de pensamiento. Esto se verá
con detalle más adelante, cuando revisemos la propuesta de estructura curricular del
MEN, organizada desde un enfoque sistémico.
Reconocer que existe un núcleo de conocimientos matemáticos básicos que debe do-
minar todo ciudadano. Pretendemos con nuestra propuesta que la comprensión de la
estructura de los números reales y sus operaciones se facilite, y por consiguiente, ayude
al estudiante a mejorar su comprensión del entorno, y por tanto le brinde oportunidades
que mejoren su calidad de vida.
Comprender y asumir los fenómenos de transposición didáctica. Este aspecto ya fue
revisado y justificado.
Reconocer el impacto de las nuevas tecnologías tanto en los énfasis curriculares como en
sus aplicaciones. La propuesta didáctica que se explicará en la siguiente sección requiere
en gran medida del uso de las TICs.
Privilegiar como contexto del hacer matemático escolar las situaciones problemáticas.
Es la idea desde el rol del docente y del estudiante, generar preguntas, para hallar
soluciones que a su vez generen más preguntas.
6.5. LA ESTRUCTURA CURRICULAR
Los Lineamientos Curriculares proponen tres aspectos para organizar el currículo de las
matemáticas:
Procesos generales que tienen que ver con el aprendizaje, tales como el razonamien-
to; la resolución y planteamiento de problemas; la comunicación; la modelación y la
elaboración, comparación y ejercitación de procedimientos.
Conocimientos básicos que tienen que ver con procesos específicos que desarrollan el
pensamiento matemático y con sistemas propios de las matemáticas. Estos procesos
específicos se relacionan con el desarrollo del pensamiento numérico, el espacial, el
métrico, el aleatorio y el variacional, entre otros. Los sistemas son aquéllos propuestos
desde la Renovación Curricular: sistemas numéricos, sistemas geométricos, sistemas
de medida, sistemas de datos y sistemas algebraicos y analíticos. El hecho de que el
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pensamiento numérico (donde se ubica la comprensión de la estructura y operaciones de
los números reales) requiera para su desarrollo de los sistemas numéricos, no quiere decir
que éstos lo agoten, sino que es necesario ampliar el campo de su desarrollo con otros
sistemas como los de medida, los de datos, y en nuestro caso particular, los sistemas
geométricos.
El contexto tiene que ver con los ambientes que rodean al estudiante y que le dan sentido
a las matemáticas que aprende. Variables como las condiciones sociales y culturales
tanto locales como internacionales, el tipo de interacciones, los intereses que se generan,
las creencias, así como las condiciones económicas del grupo social en el que se concreta
el acto educativo, deben tenerse en cuenta en el diseño y ejecución de experiencias. Los
contextos de la clase de matemáticas se pueden resumir en tres:
 De las mismas matemáticas
 De la vida diaria
 De otras ciencias
Los tres aspectos mencionados anteriormente, son las variables principales en un modelo
tridimensional que pretende dar ubicación y relacionar las actividades que planean los
docentes de matemáticas en las instituciones educativas de nuestro país. Ahora, ubicaremos
nuestra propuesta dentro de este marco de organización curricular, para esto nos basaremos
en el documento Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas publicado por el MEN.
Los Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas seleccionan algunos de los nive-
les de avance en el desarrollo de las competencias asociadas con los cinco tipos de pensamiento
matemático: numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional, aunque muchos de esos es-
tándares se refieran también a otros tipos de pensamiento y a otros sistemas.
En forma semejante, cada estándar pone el énfasis en uno o dos de los cinco procesos
generales de la actividad matemática que cruzan dichos tipos de pensamiento (formular y
resolver problemas; modelar procesos y fenómenos de la realidad; comunicar; razonar, y
formular, comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos), pero suele referirse también
a otros procesos generales que pueden practicarse en distintos contextos para contribuir a
superar el nivel seleccionado como estándar.
Los estándares se distribuyen en cinco conjuntos de grados (primero a tercero, cuarto a
quinto, sexto a séptimo, octavo a noveno y décimo a undécimo) para dar mayor flexibilidad
a la distribución de las actividades dentro del tiempo escolar y para apoyar al docente en
la organización de ambientes y situaciones de aprendizaje que estimulen a los estudiantes a
superar a lo largo de dichos grados los niveles de competencia respectivos y, ojalá, a ir mucho
más allá de lo especificado en los estándares de ese conjunto de grados.
El conjunto de estándares debe entenderse en términos de procesos de desarrollo de com-
petencias que se desarrollan gradual e integradamente, con el fin de ir superando niveles de
complejidad creciente en el desarrollo de las competencias matemáticas a lo largo del proceso
educativo.[7]
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Para enmarcar la propuesta con los Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas,
definimos tres niveles de relación: el primer nivel, corresponde a los estándares clasificados
dentro de los pensamientos numérico y espacial, y los sistemas numéricos y geométricos,
catalogados como directamente relacionados. Un segundo nivel corresponde a los estánda-
res clasificados dentro de los pensamientos numérico y espacial, y los sistemas numéricos y
geométricos, que si bien no están directamente relacionados, se pueden reforzar con las acti-
vidades propuestas. Por último, un tercer nivel que corresponde a los estándares clasificados
en otros sistemas y pensamientos diferentes al numérico y espacial (geométrico) que también
se podrían reforzar con las actividades propuestas.
6.5.1. Nivel 1. Estándares clasificados dentro de los pensamientos numérico y
espacial, y los sistemas numéricos y geométricos directamente relaciona-
dos
Grados sexto-séptimo:
* Predecir y comparar los resultados de aplicar transformaciones (traslaciones, rotaciones,
reflexiones) y homotecias sobre figuras bidimensionales en situaciones matemáticas y
en el arte.
* Justificar operaciones aritméticas utilizando las relaciones y propiedades de las operaciones.
Grados octavo-noveno:
* Utilizar números reales en sus diferentes representaciones en diversos contextos.
* Usar representaciones geométricas para resolver y formular problemas en la matemática y
en otras disciplinas.
6.5.2. Nivel 2. Estándares clasificados dentro de los pensamientos numérico y
espacial, y los sistemas numéricos y geométricos, que si bien no están
directamente relacionados, se pueden reforzar
Sexto-séptimo:
* Resolver y formular problemas que involucren relaciones y propiedades de semejanza y
congruencia usando representaciones visuales.
* Resolver y formular problemas usando modelos geométricos.
* Resolver y formular problemas que involucren factores escalares (diseño de maquetas, ma-
pas).
* Identificar características de localización de objetos en sistemas de representación carte-
siana y geográfica.
* Identificar las características de las diversas gráficas cartesianas (de puntos, continuas,
formadas por segmentos, etc.) en relación con la situación que representan.
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Octavo-noveno:
* Hacer conjeturas y verificar propiedades de congruencias y semejanzas entre figuras bidi-
mensionales y entre objetos tridimensionales en la solución de problemas.
6.5.3. Nivel 3. Estándares clasificados en otros sistemas y pensamientos diferen-
tes al numérico y espacial (geométrico) que también se podrían reforzar
Sexto-séptimo:
* Describir y representar situaciones de variación relacionando diferentes representaciones
(diagramas, expresiones verbales generalizadas y tablas).
* Reconocer el conjunto de valores de una variable en situaciones concretas de cambio (va-
riación).
Octavo-noveno:
* Identificar relaciones entre propiedades de las gráficas y propiedades de las ecuaciones
algebraicas.
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7. PROPUESTA DIDÁCTICA
7.1. ASPECTOS GENERALES
Como se mencionó en la sección anterior, la propuesta se enmarcará dentro de la Pedago-
gía Activa, la cual sugiere algunas estrategias desde el punto de vista didáctico. La estrategia
elegida tanto para desarrollar construcciones con regla y escuadra serán las guías de Apren-
dizaje Activo, trabajadas en el curso Taller Experimental durante el primer semestre de la
maestría. Las guías de trabajo tendrán la siguiente estructura:
Hoja de predicciones individual, donde el estudiante plasma sus pre saberes acerca de la
temática a abordar, elabora predicciones del fenómeno estudiado, o resuelve la situación
planteada conforme a sus conocimientos previos.
Hoja de predicciones grupal: Básicamente es la misma hoja de predicciones individual,
sólo que diseñada para que los estudiantes la resuelvan en grupos de trabajo. Se pretende
generar un diálogo para contrastar cada una de las respuestas individuales y así llegar
a acuerdos sobre la solución más acertada.
Manual de la práctica: Contiene información como los materiales requeridos, una lectura
introductoria al tema, los conceptos y procedimientos que se deben tener en cuenta y
las instrucciones para desarrollar la actividad.
Hoja de resultados: En este espacio se desarrollan las actividades propuestas en el
manual de práctica. Se desarrolla individualmente, grupalmente, o una parte individual
y otra grupal, de acuerdo a las características del trabajo.
Hoja de propuestas: en este espacio tanto el docente como el estudiante plantean posi-
bles aplicaciones de los conocimientos adquiridos, así como preguntas que pueden servir
de consulta para futuras sesiones o para contextualizar el trabajo con otros temas de
la matemática o con otras áreas del conocimiento. En esta hoja el estudiante escribe
sus sugerencias para una futura actividad.
7.2. INSTRUMENTOS DIDÁCTICOS
Las dos estrategias elegidas para desarrollar en el salón de clases son las construcciones
geométricas con regla y escuadra, y las construcciones asistidas por el software GeoGebra®.
Ambas estrategias seguirán la siguiente secuencia:
Ilustración de teoremas fundamentales:
1. Ilustración del Teorema de Desargues.
2. Ilustración del Teorema de Pappus.
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Traslaciones:
1. Construcción de un paralelogramo.
2. Traslación de un punto no colineal a (c, d) .
3. Traslación de un punto colineal a (c, d) .
4. Traslación de segmentos de recta.
5. Traslación de polígonos.
6. Composición de traslaciones y suma de números reales.
7. Propiedad conmutativa de la suma.
8. Elemento neutro.
9. Inverso aditivo.
Homotecias no constantes de centro c:
1. Construcción de un c-trapecio.
2. Homotecia de un punto no colineal a (u, v) .
3. Homotecia de un punto colineal a (u, v) .
4. Homotecia de segmentos de recta.
5. Homotecia de polígonos.
6. Composición de Homotecias y multiplicación de números reales.
7. Ley de los signos en la multiplicación.
8. Propiedad conmutativa de la multiplicación.
9. Elemento neutro.
10. Inverso multiplicativo.
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7.2.1. Construcciones con regla y escuadra
Para desarrollar las construcciones con regla y escuadra, los estudiantes previamente
deben:
Identificar objetos geométricos como el plano, puntos, segmentos de recta, rectas para-
lelas.
Utilizar la regla y la escuadra para representar puntos, segmentos de recta y rectas
paralelas en el papel (plano euclidiano).
Estar nivelados en la forma de nombrar los objetos que construyen con la regla y
la escuadra. Se recomienda marcar los puntos con letras minúsculas y las rectas y
segmentos de recta con mayúsculas.
Estar familiarizados con algunas expresiones matemáticas como ‖,∈, /∈
7.2.2. Construcciones con GeoGebra®
GeoGebra® es un software para el desarrollo de construcciones matemáticas de tipo
dinámico. Es de libre copia, distribución y difusión. GeoGebra® ofrece muchas herramientas
de tipo geométrico, entre las cuales se encuentran las requeridas para el desarrollo de nuestro
trabajo.
Para desarrollar las construcciones con ayuda de GeoGebra®, los estudiantes previamente
deben:
Identificar objetos geométricos como el plano, puntos, segmentos de recta, rectas para-
lelas.
Tener conocimientos básicos sobre la plataforma sobre la cual está instalado GeoGe-
bra®, específicamente la gestión con archivos y carpetas.
Utilizar las herramientas de selección, desplazamiento, puntos (nuevo punto e in-
tersección entre dos objetos), recta y segmento de recta, recta paralela y polígonos.
Además estar en capacidad de editar las propiedades de los objetos construidos.
Opcionalmente utilizar las herramientas vector y arco de circunferencia.
Estar nivelados en la forma de nombrar los objetos que construyen con la regla y
la escuadra. Se recomienda marcar los puntos con letras minúsculas y las rectas y
segmentos de recta con mayúsculas.
En los anexos se encuentran algunos ejemplos de guías de trabajo en clase para algunos
puntos de la secuencia propuesta.
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8. CONCLUSIONES
Tras la elaboración del presente trabajo, se pueden concluir las siguientes ideas:
Si bien las fuentes históricas consultadas ofrecieron información clara y uniforme, no
fue posible extraer ideas concretas que orientaran el trabajo pedagógico y didáctico en
el aula. Queda como inquietud el encontrar más aspectos de tipo histórico relacionados
con el tema que den luces de cómo se han logrado los desarrollos específicos y como la
evolución de los conceptos estudiados puede colaborar al docente de secundaria.
Se logro hacer un estudio de las traslaciones y las homotecias en el plano consistente
con las nociones geometricas básicas, los teoremas de Desargues y de Pappus, con el
concepto de biyección y la estructura de grupo.
Al establecer la estructura de grupo con la composición de las transformaciones del
plano estudiadas, junto con la definición de las operaciones entre puntos de una misma
recta y su correlación con el conjunto de los números reales, se pudieron ilustrar las
propiedades asociativa, conmutativa, ley de los signos en la multiplicación, existencia
del elemento neutro y del elemento inverso para la suma y multiplicación (bajo las
restricciones conocidas) de los números reales.
Por esta misma ruta de estudio se puede ilustrar la propiedad distributiva y las demás
propiedades y consecuencias de los axiomas de cuerpo, orden y completez del conjunto
de los números reales.
La propuesta didáctica es una muestra de la línea de trabajo que se puede seguir,
sin embargo se puede adaptar al uso de otras herramientas como el compás, de otras
aplicaciones computacionales, o se puede establecer otra estructura para el manejo de
la clase (guías).
Las transformaciones en el plano, estudiadas de la forma que se han hecho, pueden
favorecer la comprensión de otros conceptos y destrezas de las matemáticas o de otros
campos del saber. Por ejemplo, se pueden trabajar las traslaciones para comprender
los vectores, que son esenciales para el estudio de la física en los grados de Educación
Media. Un segundo ejemplo podría ser el estudio de las traslaciones y homotecias en la
educación artística, para la elaboración de proyecciones o representaciones en el plano
de figuras tridimensionales.
Como se dijo en el capítulo correspondiente a las reflexiones pedagógicas desde el mar-
co legal, se toman como referencia los Lineamientos Curriculares y los Estándares de
Competencias de Matemáticas del Ministerio de Educación Nacional por las razones
expuestas, sin embargo, consideramos que el trabajo realizado se puede abordar desde
otras perspectivas pedagógicas sin perder relevancia.
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HOJA DE PREDICCIONES INDIVIDUAL 
Instrucciones: En esta hoja escriba las respuestas a las preguntas y ejercicios planteados de acuerdo a lo que 
conozca del tema. Esta hoja puede ser recogida por el profesor en cualquier momento para verificar su 
participación en la clase. 
 
NOMBRE COMPLETO: _______________________________ CURSO: ____________ FECHA: ________________ 
 
Las ilustraciones 1 y 2  nos muestran dos formas de 
representar en el plano un sólido tridimensional 
llamado prisma recto triangular: 
 
 
Ilustración 1 
 
Ilustración 2 
 
EJERCICIOS Y PREGUNTAS: 
 
1. De acuerdo a las dos ilustraciones, escriba con sus 
propias palabras qué es un prisma recto triangular: 
 
_____________________________________________ 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
2. ¿Cuál es la diferencia fundamental entre la 
ilustración 1 y la ilustración 2? 
 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
Responda las siguientes preguntas de acuerdo a la 
consulta realizada en casa: 
 
3. ¿En qué época y lugar geográfico vivió Desargues? 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
 
4. ¿Cuáles fueron los principales aportes de 
Desargues a la ciencia y a la matemática? 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
 
5. Escriba el nombre de tres matemáticos 
contemporáneos a Desargues 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
6. Utilizando regla y escuadra construya al respaldo 
de la hoja un prisma recto de base trapezoidal.
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HOJA DE PREDICCIONES GRUPAL 
Instrucciones: En esta hoja escriba las respuestas a las preguntas y ejercicios planteados en forma grupal, 
contrastando sus respuestas individuales y llegando a acuerdos sobre la solución más acertada. Esta hoja puede 
ser recogida por el profesor en cualquier momento para verificar la participación grupal en la clase. 
 
NOMBRES Y APELLIDOS:________________________________________________________________________ 
__________________________________________          CURSO: ______________ FECHA: __________________ 
 
Las ilustraciones 1 y 2  nos muestran dos formas de 
representar en el plano un sólido tridimensional 
llamado prisma recto triangular: 
 
Ilustración 3 
 
Ilustración 4 
 
EJERCICIOS Y PREGUNTAS: 
 
1. De acuerdo a las dos ilustraciones, escriba con sus 
propias palabras qué es un prisma recto triangular: 
 
_____________________________________________ 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
2. ¿Cuál es la diferencia fundamental entre la 
ilustración 3 y la ilustración 4? 
 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
Responda las siguientes preguntas de acuerdo a la 
consulta realizada en casa: 
 
3. ¿En qué época y lugar geográfico vivió Desargues? 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
 
4. ¿Cuáles fueron los principales aportes de Desargues 
a la ciencia y a la matemática? 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
 
5. Escriba el nombre de tres matemáticos 
contemporáneos a Desargues 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
6. Utilizando regla y escuadra construya al respaldo de 
la hoja un prisma recto de base trapezoidal.
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MANUAL DE LA PRÁCTICA 
MATERIALES: Hojas blancas, lápiz, regla, escuadra, 
borrador, marcadores y/o colores, diccionario 
(opcional). 
 
Gérard Desargues (21 de 
febrero de 1591-Octubre 
de 1661) fue un 
matemático e ingeniero 
Francés, considerado por 
algunos como padre 
fundador de la Geometría 
proyectiva. Su nombre es 
empleado hoy en día 
como un epónimo del 
Teorema de Desargues y 
se puede decir está entre 
los privilegiados que posee un cráter con su nombre en 
la cartografía de la Luna. 
Nació en Lyon en el año 1591, concretamente el 21 de 
febrero. Se puede decir que Desargues proviene de 
una familia monárquica con tradición de servicio a la 
Corona Francesa y se puede decir de esto en ambas 
ramas, tanto la paterna como la materna. Su padre por 
ejemplo desempeñó importantes labores como 
Notario real. Su infancia fue muy dura ya que su madre 
(como era propio por aquella época) trabajaba en la 
casa y murió en 1597 de tuberculosis a la edad de 33 
años. 
Gérard Desargues trabajó desde el año 1645 como 
arquitecto, anteriormente tuvo tareas específicas 
como tutor, ingeniero consultor y filántropo en la 
corte del cardenal Richelieu. 
Se puede decir que vivió en la época dorada de la 
matemática francesa y esto se demuestra viendo que 
es contemporáneo de Pascal (ambos: padre e hijo), del 
ilustre Descartes, dePhilippe de la Hire y de 
Mankington Stike 
Como arquitecto, Desargues diseñó y planificó varios 
edificios de la época de carácter privado tanto en París 
como en Lyon. Como ingeniero diseñó un sistema para 
elevar agua que fue instalado en las cercanías de París, 
el ingenio diseñado estaba fundamentado en el 
principio de la rueda epicicloidal. (Tomado De 
http://es.wikipedia.org/wiki/G%C3%A9rard_Desargues). 
 
1. ILUSTRACIÓN DEL TEOREMA DE DESARGUES 
UTILIZANDO REGLA Y ESCUADRA: 
 
Desarrolle la siguientes construcciones de manera 
individual: 
 
PRIMER CASO: 
 Trace las rectas 321 ,, LLL  sin restricciones. 
 Marque los puntos ba,  sobre 1L  
 Marque el punto c  sobre 2L  
 Trace el segmento ac . 
 Trace el segmento que pasa por b , que es paralelo 
a ac  y que cruza a 2L . El punto de corte será 
nombrado d . 
 Marque el punto e  sobre 3L  
 Trace el segmento ce . 
 Trace el segmento que pasa por d , que es paralelo 
a ce  y que cruza a 3L . El punto de corte será 
nombrado f . 
 Trace el segmento ae . 
 Trace el segmento bf . 
 Retiña los segmentos que son paralelos entre sí con 
el mismo color. 
 Compare sus resultados con los de sus compañeros 
de grupo. 
 
SEGUNDO CASO: 
 Trace las rectas 321 ,, LLL  paralelas entre si 
 Marque los puntos ba,  sobre 1L  
 Marque el punto c  sobre 2L  
 Trace el segmento ac . 
 Trace el segmento que pasa por b , que es paralelo 
a ac  y que cruza a 2L . El punto de corte será 
nombrado d . 
 Marque el punto e  sobre 3L  
 Trace el segmento ce . 
 Trace el segmento que pasa por d , que es paralelo 
a ce  y que cruza a 3L . El punto de corte será 
nombrado f . 
 Trace el segmento ae . 
 Trace el segmento bf . 
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 Retiña los segmentos que son paralelos entre sí con 
el mismo color. 
 Compare sus resultados con los de sus compañeros 
de grupo. 
 
TERCER CASO: 
 Trace las rectas  321 ,, LLL  que se cortan en el 
punto o . 
 Marque los puntos ba,  sobre 1L  
 Marque el punto c  sobre 2L  
 Trace el segmento ac . 
 Trace el segmento que pasa por b , que es paralelo 
a ac  y que cruza a 2L . El punto de corte será 
nombrado d . 
 Marque el punto e  sobre 3L  
 Trace el segmento ce . 
 Trace el segmento que pasa por d , que es paralelo 
a ce  y que cruza a 3L . El punto de corte será 
nombrado f . 
 Trace el segmento ae . 
 Trace el segmento bf . 
 Retiña los segmentos que son paralelos entre sí con 
el mismo color. 
 Compare sus resultados con los de sus compañeros 
de grupo. 
 
2. ILUSTRACIÓN DEL TEOREMA DE DESARGUES CON 
GeoGebra®: 
 
Utilizando los protocolos del punto anterior, elabore 
las tres construcciones. Ahora puede desplazar las 
rectas 321 ,, LLL , y los puntos ecba ,,,  para 
comprobar el enunciado del teorema. 
 
3. RESUELVA: 
 
a) Para cada una de las tres construcciones, ¿cómo es 
el segmento ae  con respecto al segmento bf ? 
Primer caso: 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
Segundo caso: 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
Tercer caso: 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
 
b) De forma grupal elaboren un enunciado para el 
teorema de Desargues, de acuerdo a todas las 
actividades hechas previamente.  
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
 
c) En el contexto de la lectura sobre Gerard 
Desargues, aclaren el significado de los siguientes 
términos: 
 Epónimo. 
 Monárquico(a). 
 Tuberculosis. 
 Consultor. 
 Filántropo. 
 Cardenal. 
 Geometría proyectiva. 
 Rueda epicicloidal. 
 
4. PARA LA PRÓXIMA CLASE: 
 
 Consulta la biografía de Pappus de Alejandría. 
 
 Consulta en qué consiste el Teorema del Hexágono 
de Pappus. 
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HOJA DE PREDICCIONES INDIVIDUAL 
Instrucciones: En esta hoja escriba las respuestas a las preguntas y ejercicios planteados de acuerdo a lo que 
conozca del tema. Esta hoja puede ser recogida por el profesor en cualquier momento para verificar su 
participación en la clase. 
 
NOMBRE COMPLETO: _______________________________ CURSO: ____________ FECHA: ________________ 
 
La ilustración 1 representa lo que comúnmente conocemos 
como un hexágono: 
 
Ilustración 1. Hexágono 
Sin embargo, para efectos de la presente práctica, 
llamaremos hexágono a cualquier poligonal cerrada de seis 
lados, como las representadas en las ilustraciones 2a y 2b: 
 
(a)   (b) 
Ilustración 2. Hexágonos 
La ilustración 3 explica una situación particular al ubicar los 
vértices de un hexágono sobre dos rectas L y M: 
 
Ilustración 3. Vértices del hexágono sobre dos rectas 
EJERCICIOS Y PREGUNTAS: 
 
1. Identifique las parejas de segmentos opuestos en las 
ilustraciones 1, 2a y 2b. 
_______________ _______________ ______________ 
_______________ _______________ ______________ 
_______________ _______________ ______________ 
2. ¿Qué representan los puntos l, m, n en la ilustración 3? 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
 
3. Describa con sus propias palabras la situación de la 
ilustración 3. 
 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
Responda las siguientes preguntas de acuerdo con la 
consulta realizada en casa: 
 
4. ¿En qué época y lugar geográfico vivió Pappus? 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
5. ¿Por qué se considera que el trabajo de Pappus es 
importante, aún en la actualidad? 
 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
6. Escriba tres problemas para los cuales Pappus propuso 
explicaciones: 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
ANEXO 2. GUIA DE APRENDIZAJE ACTIVO 
ILUSTRACIÓN GEOMÉTRICA DEL TEOREMA DEL HEXÁGONO DE PAPPUS 
 
____________________________________________________________________________________________ 
OSCAR RIVERA RODRÍGUEZ - MAESTRIA EN LA ENSEÑANZA DE LAS CIENCIAS NATURALES Y EXACTAS 
FACULTAD DE CIENCIAS – UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA 
Página 2 de 3 
 
HOJA DE PREDICCIONES GRUPAL 
Instrucciones: En esta hoja escriba las respuestas a las preguntas y ejercicios planteados en forma grupal, 
contrastando sus respuestas individuales y llegando a acuerdos sobre la solución más acertada. Esta hoja puede 
ser recogida por el profesor en cualquier momento para verificar la participación grupal en la clase. 
 
NOMBRES Y APELLIDOS:_________________________________     _____________________________________ 
__________________________________________          CURSO: ______________ FECHA: __________________ 
 
La ilustración 1 representa lo que comúnmente conocemos 
como un hexágono: 
 
Ilustración 1. Hexágono 
Sin embargo, para efectos de la presente práctica, 
llamaremos hexágono a cualquier poligonal cerrada de seis 
lados, como las representadas en la ilustraciones 2a y 2b: 
 
(a)   (b) 
Ilustración 2. Hexágonos 
La ilustración 3 explica una situación particular al ubicar los 
vértices de un hexágono sobre dos rectas L y M: 
 
Ilustración 3. Vértices del hexágono sobre dos rectas 
EJERCICIOS Y PREGUNTAS: 
 
1. Identifiquen las parejas de segmentos opuestos en las 
ilustraciones 1, 2a y 2b. 
_______________ _______________ ______________ 
_______________ _______________ ______________ 
_______________ _______________ ______________ 
2. ¿Qué representan los puntos l, m, n en la ilustración 3? 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
 
3. Describan con sus propias palabras la situación de la 
ilustración 3. 
 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
Respondan las siguientes preguntas de acuerdo con la 
consulta realizada en casa: 
 
4. ¿En qué época y lugar geográfico vivió Pappus? 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
5. ¿Por qué se considera que el trabajo de Pappus es 
importante, aún en la actualidad? 
 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
6. Escriban tres problemas para los cuales Pappus propuso 
explicaciones: 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________
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MANUAL DE LA PRÁCTICA 
MATERIALES: Hojas blancas, lápiz, regla, escuadra, 
borrador, marcadores y/o colores, GeoGebra®. 
 
Pappus de Alejandría  fue un importante matemático 
griego de los siglos III-IV. 
Último gran matemático de la escuela alejandrina, 
escribió comentarios a los Elementos de Euclides y al 
Almagesto de Ptolomeo. 
Su obra principal, Synagoge o Colección matemática, 
escrita hacia el 340, reviste una particular importancia 
desde el punto de vista histórico porque, además de 
ser una exposición completa y sistemática de los 
conocimientos matemáticos de su época, recoge 
fragmentos, a veces íntegros, de las obras que 
constituían los fundamentos de la enseñanza de las 
matemáticas en la ciudad de Alejandría, hoy en gran 
parte perdidas. La Colección, compuesta por ocho 
libros, casi todos conservados (excepto el primero y 
parte del segundo), contiene una serie de problemas 
que introducen nociones geométricas importantes, 
como el foco de una parábola o la directriz de una 
cónica, y los enunciados de muchos teoremas, entre 
ellos, el que expresa la superficie y el volumen de las 
figuras de revolución. 
En geometría, se le atribuyen varios teoremas, 
conocidos todos con el nombre genérico de Teorema 
de Pappus. Entre éstos están: 
Teorema del centroide de Pappus, 
La cadena de Pappus, 
Teorema armónico de Pappus 
Teorema del hexágono de Pappus. 
(http://es.wikipedia.org/wiki/Pappus_de_Alejandr%C3%ADa). 
 
1. ILUSTRACIÓN DEL TEOREMA DE DESARGUES 
UTILIZANDO REGLA Y ESCUADRA: 
 
Desarrolle la siguiente construcción de manera 
individual. 
 
PRIMER CASO: 
 Trace las rectas 21,LL . 
 Marque los puntos ea,  sobre 1L  
 Marque el punto b  sobre 2L  
 Trace el segmento ab . 
 Trace el segmento que pasa por e , que es paralelo 
a ab  y que cruza a 2L . El punto de corte será 
nombrado d . 
 Marque el punto c  sobre 1L  
 Trace el segmento cb . 
 Trace el segmento que pasa por e , que es paralelo 
a cb  y que cruza a 2L . El punto de corte será 
nombrado f . 
 Trace el segmento cd . 
 Trace el segmento af . 
 Retiña los segmentos que son paralelos entre sí con 
el mismo color. 
 Compare sus resultados con los de sus compañeros 
de grupo. 
 
SEGUNDO CASO: 
Repita el mismo procedimiento del primer caso, pero 
esta vez trazando las rectas 21,LL  paralelas entre si. 
 
2. ILUSTRACIÓN DEL TEOREMA DE DESARGUES CON 
GeoGebra®: 
Utilizando los protocolos del punto anterior, construya 
los dos casos especiales del teorema de Pappus. Ahora 
puede desplazar las rectas 21,LL , y los puntos 
ecba ,,,  para formular un enunciado del teorema. 
 
3. RESUELVA: 
a) En ambas construcciones, ¿cómo es el segmento 
cd  con respecto al segmento af ? 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
 
b) De forma grupal elaboren un enunciado para el 
teorema de especial de Pappus, donde los 
segmentos opuestos del hexágono son paralelos 
entre sí. 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
 
4. PARA LA PRÓXIMA CLASE: 
Consultar qué es un cuadrilátero, y como se clasifican. 
Revisar especialmente el paralelogramo y el trapecio. 
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HOJA DE PREDICCIONES INDIVIDUAL 
Instrucciones: En esta hoja escriba las respuestas a las preguntas y ejercicios planteados de acuerdo a lo que 
conozca del tema. Esta hoja puede ser recogida por el profesor en cualquier momento para verificar su 
participación en la clase. 
 
NOMBRE COMPLETO: _______________________________ CURSO: ____________ FECHA: ________________ 
 
Observa las siguientes figuras, denominadas 
“cuadriláteros”: 
  
TRAPEZOIDE ASIMÉTRICO ROMBO 
 
 
ROMBOIDE TRAPECIO ESCALENO 
   
DELTOIDE SIMÉTRICO TRAPECIO RECTÁNGULO 
  
RECTÁNGULO DELTOIDE SIMÉTRICO 
  
TRAPECIO ISÓCELES CUADRADO 
 
EJERCICIOS Y PREGUNTAS: 
 
1. ¿Qué es un cuadrilátero? 
 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
2. Complete la siguiente tabla que clasifica a todos los 
cuadriláteros: 
 
LOS CUADRILÁTEROS 
1. PARALELOGRAMOS. 
1.1. _____________________ 
1.1.1. _____________________ 
1.2. Oblicuángulos. 
1.2.1. _____________________ 
1.2.2. _____________________ 
2. TRAPECIOS. 
2.1. _____________________ 
2.2. _____________________ 
2.3. _____________________ 
3. TRAPEZOIDES. 
3.1. _____________________ 
3.2. _____________________ 
 
3. De acuerdo a lo observado defina los siguientes 
conceptos: 
 
PARALELOGRAMO: 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
TRAPECIO: 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
TRAPEZOIDE: 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
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HOJA DE PREDICCIONES GRUPAL 
Instrucciones: En esta hoja escriba las respuestas a las preguntas y ejercicios planteados en forma grupal, 
contrastando sus respuestas individuales y llegando a acuerdos sobre la solución más acertada. Esta hoja puede 
ser recogida por el profesor en cualquier momento para verificar la participación grupal en la clase. 
 
NOMBRES Y APELLIDOS:_________________________________     _____________________________________ 
__________________________________________          CURSO: ______________ FECHA: __________________ 
 
Observa las siguientes figuras, denominadas 
“cuadriláteros”: 
  
TRAPEZOIDE ASIMÉTRICO ROMBO 
 
 
ROMBOIDE TRAPECIO ESCALENO 
   
DELTOIDE SIMÉTRICO TRAPECIO RECTÁNGULO 
  
RECTÁNGULO DELTOIDE SIMÉTRICO 
  
TRAPECIO ISÓCELES CUADRADO 
 
EJERCICIOS Y PREGUNTAS: 
1. ¿Qué es un cuadrilátero? 
 
_____________________________________________
_____________________________________________
_____________________________________________ 
2. Completen la siguiente tabla que clasifica a todos 
los cuadriláteros: 
LOS CUADRILÁTEROS 
1. PARALELOGRAMOS. 
1.1. _____________________ 
1.1.1. _____________________ 
1.2. Oblicuángulos. 
1.2.1. _____________________ 
1.2.2. _____________________ 
2. TRAPECIOS. 
2.1. _____________________ 
2.2. _____________________ 
2.3. _____________________ 
3. TRAPEZOIDES. 
3.1. _____________________ 
3.2. _____________________ 
 
3. De acuerdo a lo observado definan: 
 
PARALELOGRAMO: 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
TRAPECIO: 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
TRAPEZOIDE: 
 
_____________________________________________
_____________________________________________ 
_____________________________________________ 
ANEXO 3. GUIA DE APRENDIZAJE ACTIVO 
CONSTRUCCION DE PARALELOGRAMOS Y TRAPECIOS CON REGLA Y ESCUADRA 
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MANUAL DE LA PRÁCTICA 
MATERIALES: Hojas blancas, lápiz, regla, escuadra, 
borrador, marcadores y/o colores, GeoGebra® 
 
Un cuadrilátero es un polígono que tiene cuatro lados. 
Los cuadriláteros pueden tener distintas formas pero 
todos ellos tienen cuatro vértices y dos diagonales. 
Otros nombres usados para referirse a este polígono 
son tetrágono y cuadrángulo. 
Los elementos de un cuadrilátero son los siguientes: 
 4 vértices: los puntos de intersección de las rectas 
que conforman el cuadrilátero; 
 4 lados: los segmentos limitados por dos vértices 
contiguos; 
 2 diagonales: los segmentos cuyos extremos son dos 
vértices no contiguos; 
 4 ángulos interiores: conformados por dos lados y un 
vértice común; 
 4 ángulos exteriores: conformados por un lado, un 
vértice y la prolongación del lado adyacente. 
Una forma de clasificar los cuadriláteros es la siguiente: 
1. Paralelogramos (sus lados enfrentados son 
paralelos) 
1. Rectángulos 
1. Cuadrado 
2. Rectángulo 
2. Oblicuángulos 
1. Rombo 
2. Romboide 
2. Trapecios (dos de sus lados son paralelos y los 
otros dos no) 
1. Trapecio rectángulo 
2. Trapecio isósceles 
3. Trapecio escaleno 
3. Trapezoide (no tiene lados paralelos) 
1. Trapezoide simétrico o deltoide 
2. Trapezoide asimétrico 
(http:// http://es.wikipedia.org/wiki/Cuadril%C3%A1tero). 
 
Realice las siguientes construcciones de forma 
individual: 
1. CONSTRUCCIÓN DE PARALELOGRAMOS CON 
REGLA Y ESCUADRA: 
 
 Trace las rectas 21,LL .paralelas entre sí. 
 Marque los puntos ba,  sobre 1L  
 Marque el punto c  sobre 2L  
 Trace el segmento ac . 
 Trace el segmento que pasa por b , que es paralelo 
a ac  y que cruza a 2L . El punto de corte será 
nombrado d . 
 Retiña los segmentos del paralelogramo que son 
paralelos entre sí con el mismo color. 
 Compare sus resultados con los de sus compañeros 
de grupo. 
 
2. CONSTRUCCIÓN DE TRAPECIOS CON REGLA Y 
ESCUADRA: 
 
Todo trapecio tiene una pareja de lados opuestos que 
no son paralelos, por tal motivo, si prolongamos dichos 
segmentos, se cruzarán en un único punto. 
 
 Trace las rectas 21,LL .que se corten en el punto o. 
 Marque los puntos ba,  sobre 1L  
 Marque el punto c  sobre 2L  
 Trace el segmento ac . 
 Trace el segmento que pasa por b , que es paralelo 
a ac  y que cruza a 2L . El punto de corte será 
nombrado d . 
 Retiña los segmentos del trapecio, de tal forma que 
la pareja de lados paralelos tengan el mismo color. 
 Compare sus resultados con los de sus compañeros 
de grupo. 
 
3. ILUSTRACIÓN DEL TEOREMA DE DESARGUES CON 
GeoGebra®: 
 
 Utilizando los protocolos anteriores, construya un 
paralelogramo y un trapecio. 
 Desplace las rectas 21,LL , y los puntos cba ,, . 
 Compare sus resultados con los de sus compañeros 
de grupo. 
 
4. GLOSARIO: 
Revise el significado de los términos en negrilla de la 
lectura inicial. 
 
5. PARA LA PRÓXIMA CLASE: 
Consultar en qué consiste las traslaciones y las 
homotecias en el plano. 
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